
XIX Ðîññèéñêèé Ôåñòèâàëü þíûõ ìàòåìàòèêîâ
Âòîðîé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé. Ðåøåíèÿ.

1. Ñíà÷àëà ïîêðàñèì òðåáóåìûì îáðàçîì ïðÿìóþ. Âûáåðåì ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà p1, p2, . . . , pk−1. Ïóñòü
Ai (i = 1, 2, . . . , k − 1) åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âèäà m/pn

i , ãäå m íå êðàòíî pi, à
n íàòóðàëüíîå. Ak îïðåäåëèì êàê R \ ∪k−1

i=1 Ai. Ïîêðàñèì òåïåðü â j-ûé öâåò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, óäàëåííûå îò
äàííîé òî÷êè O íà ðàññòîÿíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó Aj .

2. 1 ðåøåíèå. Ñäåëàåì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå N è ðàäèóñîì CN = ND. Ïðè ýòîì òî÷êè A è P
ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à òàêæå òî÷êè B è Q ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Ïîýòîìó ïðÿìàÿ CP ïåðåéäåò â îêðóæíîñòü
CAN , ïðÿìàÿ DQ � â îêðóæíîñòü DBN . Êàæäàÿ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ëèíèè
öåíòðîâ èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé (îáùåãî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêàì AC è BD), ïîýòîìó èõ âòîðàÿ
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ � ýòî òî÷êà M . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ CP è DQ ëåæèò íà ïðÿìîé MN .

2 ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè C, P , Q, D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (òîãäà òðè óêàçàííûå
ïðÿìûå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ â ðàäèêàëüíîì öåíòðå ýòîé îêðóæíîñòè è îêðóæíîñòåé S1 è S2). Äëÿ ýòîãî äîêàæåì,
÷òî ñóììà óãëîâ ∠CPQ è ∠QDC ðàâíà 180◦. Ýòà ñóììà ñêëàäûâàåòñÿ èç óãëîâ ∠NPQ, ∠NDQ è ∠CPN

Òî÷êà N ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè S1 è S2, ïîýòîìó NP ·NA = NQ ·NB. Çíà÷èò, ÷åòûðåõóãîëüíèê APQB
âïèñàííûé, ò.å. ∠NPQ = ∠ABQ è ðàâåí ïîëîâèíå äóãè BQ. Äàëåå, ∠NDQ ðàâåí ïîëîâèíå äóãè DQ. Ñóììà
ýòèõ äâóõ óãëîâ ðàâíà ïîëîâèíå äóãè BD, ò.å. ïîëîâèíå äóãè AC (ýòè äóãè ãîìîòåòè÷íû). Íàêîíåö, ∠CPN
ðàâåí ïîëîâèíå äóãè APC. Èòàê, ñóììà âñåõ òðåõ óãëîâ ðàâíà 360◦/2 = 180◦.

3. Îòâåò: íå âñåãäà. Èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîñòü ñóììû â òàêîì ìíîæåñòâå: ðàçîáüåì ïðÿìîóãîëüíèê íà
10 êâàäðàòîâ 10× 10, ïðîíóìåðóåì êâàäðàòû åñòåñòâåííûì îáðàçîì è â êâàäðàòàõ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè îòìå-
òèì êëåòêè ãëàâíûõ äèàãîíàëåé (èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà â ïðàâûé íèæíèé), â êâàäðàòàõ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè
êëåòêè ïîáî÷íûõ äèàãîíàëåé (èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà â ïðàâûé âåðõíèé).

4. Îòâåò: n. Ïîëàãàÿ x1 = n− 1, x2 = x3 = . . . = xn = 0 ïîëó÷àåì ïðîèçâåäåíèå, ðàâíîå n. Äàâàéòå äîêàæåì,
÷òî ïðîèçâåäåíèå èç óñëîâèÿ âñåãäà êðàòíî n. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, äåëÿùåå n, ïðè÷åì n äåëèòñÿ íà pk.
Âûáåðåì i òàê, ÷òî xi íå êðàòíî p (âñå xi íå ìîãóò áûòü êðàòíû p, òàê êàê èõ ñóììà ðàâíà n − 1). Çàìåíèì
â íàøåì ïðîèçâåäåíèè Cxi

n íà ðàâíîå âûðàæåíèå n
xi

Cxi−1
n−1 . Çíàìåíàòåëü íå äåëèòñÿ íà p, òàê ÷òî â ÷èñëèòåëå

îñòàíåòñÿ pk, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
5. Îáîçíà÷èì îäíó äîëþ A, äðóãóþ B. Êàæäîìó èç ó÷àñòâóþùèõ ÷èñåë ñîïîñòàâèì áóêâó A èëè B ñëó÷àéíûì

îáðàçîì (áóêâû A è B ðàâíîâåðîÿòíû, áóêâû ðàçíûõ ÷èñåë íåçàâèñèìû.) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè
÷èñåë êàæäîé âåðøèíû äîëè A åñòü õîòÿ áû îäíî, êîòîðîìó ñîïîñòàâëåíà áóêâà A, àíàëîãè÷íî äëÿ B. Òîãäà
îñòàâèì â âåðøèíàõ èìåííî òàêèå ÷èñëà è òåì ïîñòðîèì òðåáóåìóþ ðàñ÷èñëîâêó. Äîêàæåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü
óêàçàííîãî æåëàííîãî ñîáûòèÿ áîëüøå 0. Â ñàìîì äåëå, äëÿ êàæäîé âåðøèíû âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñåì åå
÷èñëàì ñîïîñòàâëåíà íå òà áóêâà, ðàâíà 2−n, à âñåãî âåðøèí ìåíüøå, ÷åì 2n.

6. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà X èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíà öåíòðó Y îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà CPQ
îòíîñèòåëüíî ABC. Óòâåðæäåíèå ñðàçó ïîñëåäóåò. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì òî÷êè U íà AM è V íà AC
òàêèå, ÷òî ∠AEU = ∠AEV = ∠ACB, òàê ÷òî òðåóãîëüíèê AEV ïîäîáåí ACB è AU � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà
EAV . Ïîäñ÷åòîì óãëîâ íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òî÷êè B, E, U , M ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî AB : BE = AB : BC = AV : EV , òàê ÷òî öåíòð S îêðóæíîñòè BMUE ñîîòâåòñòâóåò öåíòðó Y îêðóæíîñòè
CPQ â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ AEV è ACB. Ïîñêîëüêó ýòè òðåóãîëüíèêè îáðàòíî îðèåíòèðîâàíû è èìåþò
îáùèé óãîë A, ïîëó÷àåì, ÷òî AS è AY ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèñåêòðèñû óãëà ∠CAB. Àíàëîãè÷íî, BY
è BS1 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ∠CBA, ãäå S1 � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà DAN . Çíà÷èò, X è Y äåéñòâèòåëüíî èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC.

7. Èìååì x2
1 + x2

2 = (x1 − x2)2 + 4x1x2 > 2
√

(x1 − x2)2 · 4x1x2 ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ, òàê ÷òî x2+y2√
xy >

2
√

2 · |x − y|. Ïðèìåíÿÿ ýòó îöåíêó ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó â ïðàâîé ÷àñòè, à çàòåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà,
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íå ìåíüøå 2

√
2 · (x1 − xn+1). Åñëè ñðåäè ÷èñåë xi åñòü ñêîëü óãîäíî ìàëåíüêèå, òî

âûáåðåì n òàê, ÷òî (2
√

2−2.8)x1 > 2
√

2xn+1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàìåòèì, ÷òî x2+y2√
xy > x, òàê ÷òî âñå ñëàãàåìûå

îãðàíè÷åíû ñíèçó è äîñòàòî÷íî âçÿòü èõ ïîáîëüøå.
8. Îáîçíà÷èì 2007 = n. Íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî n íå÷åòíî. Äåéñòâóåì ïî èíäóêöèè. Äëÿ n = 1 ëþáàÿ

ïåðåñòàíîâêà èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ïåðåõîä îò n − 2 ê n. Ðàññìîòðèì òàêîå k, ÷òî ak = n. Åñëè k = n,
òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íàéäåíà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå n − 1 > ak+1 > n2/(k + 3) > n2/(n + 2) > n − 2, òàê ÷òî
ak+1 = n− 1 è k = n− 1, èíà÷å ak+1 > n2/(n + 1) > n− 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷èñëà îò a1 äî an−2

îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêó îò 1 äî n− 2, ïðèìåíÿåì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.
9. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü n > m è f(n) = f(m). Òîãäà

n2008 −m2008 = n!−m!

Åñëè ó m åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü p > 2, òî n!−m! êðàòíî p, ïîýòîìó n2008−m2008 êðàòíî p, à çíà÷èò îíî êðàòíî
p2008. Ïîýòîìó n! −m! êðàòíî p õîòÿ áû â 2008 ñòåïåíè. À çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ òî ÷òî n êðàòíî p, ïîëó÷àåì, ÷òî



m! êðàòíî p õîòÿ áû â 2008 ñòåïåíè. Íî ñòåïåíü âõîæäåíèÿ p â m! ýòî [m
p ]+ [ m

p2 ]+ · · · < m
p + m

p2 + · · · = m
p−1 . Òîãäà

m > 2 · 2008 = 4016. À çíà÷èò n > 4016. Íî ïðè n > 4016, èìååì n! −m! > n! − (n − 1)! = (n − 1) · (n − 1)!. Íî
(n− 1)2 > n è ∀k ∈ 2, 3 . . . 2008 k(n− k) > n. Ïîýòîìó n!−m! > n2008. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé m = 2a, ïðè÷åì m < 4016. Àíàëîãè÷íî îöåíèâàÿ ñòåïåíü âõîæäåíèÿ äâîéêè â
îáå ÷àñòè ïîëó÷àåì m > 2008. Çíà÷èò m = 2048. Íî òîãäà â ïðàâóþ ÷àñòü 2 âõîäèò â 2047 ñòåïåíè, à â ëåâóþ
ëèáî â êðàòíóþ 2008, ëèáî õîòÿ áû â 11 · 2008 ñòåïåíè. Ïðîòèâîðå÷èå.

10. Ïóñòü −αi � êîðíè íàøåãî ìíîãî÷ëåíà f , òîãäà f(x) = an(x+α1)(x+α2) · · · · · (x+αn). Î÷åâèäíî, αi > 0
(ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåí f íå ìîæåò èìåòü). Åñëè âñå αi > 0, òî è âñå ai > 0 (ðàñêðîåì ñêîáêè) �

ïðîòèâîðå÷èå. Òàê ÷òî íå óìàëÿÿ îáùíîñòè αn = 0. Èìååì
n−1∑
i=1

αi = an−1/an,
n−1∑
i=1

1/αi = a2/a1, òàê ÷òî

(n− 1)2 6
(∑

αi

)(∑
1/αi

)
= (a2an−1)/(a1an).

Åñëè n > 4, òî a2an−1 6 n(n − 1), a1an > 2, òàê ÷òî ïîëó÷àåì (n − 1)2 6 n(n − 1)/2, ÷òî íå òàê. Ïðè n = 2
ãîäÿòñÿ ìíîãî÷ëåíû 2x2 + x è x2 + 2x, ïðè n = 3 � ìíîãî÷ëåí x3 + 3x2 + 2x è 2x3 + 3x2 + 1. Ýòî è åñòü îòâåò.

Âòîðîé òóð. Ëèãà òàêòèê. Ðåøåíèÿ.

1. Äîáàâèì ê ñóììå êâàäðàòîâ íàøèõ ÷èñåë ñóììó êâàäðàòîâ îñòàâøèõñÿ ÷èñåë, òîãäà ïîëó÷èòñÿ n(2n+1)(4n+1)
3 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÷èñëà ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû k è 2n +1− k, ãäå k � âûáðàííîå ÷èñëî. Çàìåòèì, ÷òî k2 +(2n+
1−k)2 = 2k2−2(2n+1)k+(2n+1)2. Ñóììèðóÿ òàêèå ðàâåíñòâà n ðàç, ìû ïîëó÷èì, ÷òî óäâîåííàÿ èíòåðåñóþùàÿ
íàñ ñóììà ðàâíà

n(2n + 1)(4n + 1)
3

− n(2n + 1)2 + n(2n + 1)2.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò: n(2n+1)(4n+1)
6 .

2. Íà ïðîäîëæåíèè AB çà òî÷êó A âûáåðåì òî÷êó X òàê, ÷òî BA = AX. Òîãäà ïî óñëîâèþ CP = PX. Îáî-
çíà÷èì ∠AXC = α. Òîãäà ∠BPC = 2α. AM � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà BXC, ñëåäîâàòåëüíî, ∠BAM = α.
Îïóñòèì èç òî÷êè P ïåðïåíäèêóëÿð PY íà CQ, îí ïàðàëëåëåí AM , ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà
APC, à, ñëåäîâàòåëüíî, äåëèò CQ ïîïîëàì. Òîãäà îòðåçîê MY ïàðàëëåëåí îòðåçêó QB è ðàâåí åãî ïîëîâèíå, à
÷åòûðåõóãîëüíèê APY M ïàðàëëåëîãðàìì, òàê êàê åãî ñòîðîíû ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû. Ýòî çàêàí÷èâàåò ðåøå-
íèå.

3. Ðàññìîòðèì äâå ñîñåäíèå ñòðî÷êè. Â íèõ ëèáî ÷èñëà íà ÷åòíûõ ìåñòàõ ñîâïàäàþò, à íà íå÷åòíûõ ðàçëè÷íû,
ëèáî íàîáîðîò. Ïîýòîìó ó êàæäîé ñòðî÷êè âñå ÷èñëà íà ÷åòíûõ ìåñòàõ ëèáî ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè ïåðâîé
ñòðî÷êè, ëèáî ïðîòèâîïîëîæíû. Àíàëîãè÷íî, íà íå÷åòíûõ. Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâóåò âñåãî 4 ðàçëè÷íûõ âèäà
ñòðî÷åê, ïîýòîìó êàêèå-òî äâå ïîâòîðÿòñÿ.

4. Çàìåòèì, ÷òî 1 − ab = bc + ac = c(a + b). Ïðèìåíÿÿ ýòî íàáëþäåíèå, ïðè ïåðåíîñå â ëåâóþ ÷àñòü è
ñîêðàùåíèè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íóæíî äîêàçàòü, ÷òî a + b + c >

√
3, ÷òî î÷åâèäíî, òàê êàê (a + b + c)2 >

3(ab + bc + ac) = 3.
5. Â ýòîì ãðàôå 1004 · 200 + 1 ðåáåð, ñëåäîàâòåëüíî, îäíî öâåòà õîòÿ áû 1005 ðåáåð, ñëåäîâàòåëüíî, ó íèõ

2010 êîíöîâ, òî åñòü ãðàôå äîëæíî áûòü õîòÿ áû 2010 âåðøèí, íî èõ 2009.
6. ñì. çàäà÷ó èç ëèãè ñòðàòåãèé
7. Îòâåò: a = 0 èëè a = 1, b � ëþáîå ÷èñëî.
Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ïðè a = 0 óñëîâèå çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, à ïðè b = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî a − 1 äåëèòñÿ

íà a2 + 1, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè a = 1. Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà a è b íàòóðàëüíûå. Ïðèáàâèì
ê b2 + ab + a + b − 1 ÷èñëî a2 + ab + 1 è ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè. Îêàæåòñÿ, ÷òî (a + b + 1)(a + b) äåëèòñÿ
íà a(a + b) + 1. Ïîñëåäíåå ÷èñëî âçàèìíî ïðîñòî ñ a + b, ñëåäîâàòåëüíî, a + b + 1 äåëèòñÿ íà a(a + b) + 1. Íî
a + b + 1 < a(a + b) + 1 ïðè a > 2, ïîýòîìó òàêîå âîçìîæíî ëèøü ïðè a = 1 � ýòîò âàðèàíò ïîäõîäèò.

8. Ðàññìîòðèì x3 + 2y2 ïî ìîäóëþ 8. Çàìåòèì, ÷òî êóáû äàþò íå÷åòíûå îñòàòêè è 0, à óäâîåííûå êâàäðàòû
� òîëüêî 0 è 2. Çíà÷èò ÷èñëà âèäà x3 + 2y2 íå äàþò îñòàòêîâ 4 è 6, à çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñëå íå áîëåå
5. Áåðÿ x = −1, 0, 1, 0, 1 è y = 0, 0, 0, 1, 1 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì ÷èñëà −1, 0, 1, 2, 3

9. Ïóñòü AA1 âûñîòà òåòðàýäðà, PPA � ïåðïåíäèêóëÿð ê ãðàíè BCD, è òî÷êà P ′
A íà âûñîòå AA1 òàêîâà,

÷òî P ′
AA1 = PPA. ßñíî, ÷òî AP ′

A < AP . Òîãäà 3V − 3VPBCD = SA ·AP ′
A < SA ·AP . Ñëîæèâ âñå ýòè íåðàâåíñòâà,

ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
10. Çàìåòèì, ÷òî (a+b+c)3 = a3+b3+c3+3(a+b)(b+c)(a+c), ïîýòîìó, åñëè a3+b3+c3 = (a+b+c)3, òî îäíî

èç ÷èñåë ïðîòèâîëîæíî äðóãîìó, îòêóäà âòîðîå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî ñëåäóåò. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó àíàëîãè÷íî.


